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Die Berechnung des Kriechens und Schwindens nicht homogener
Betonkonstruktionen

The Analysis of Creep and Shrinkage of Non-homogeneous Concrete Structures

Le calcul du fluage et du retrait dans les constructions en béton non homogénes

ZDENEK P. BAZANT
Ing., C. Sc.. Dopravoprojekt Prag

Die Mehrzahl moderner Betonkonstruktionen ist durch die Nichthomo-
genitit des Kriechens und Schwindens gekennzeichnet. Diese Nichthomogeni-
tat wird hervorgerufen entweder dadurch, daf der Beton der verschiedenen
Konstruktionsteile bedeutend unterschiedliches Alter hat, oder dadurch, daf}
der Beton mit Stahl zusammenwirkt, oder weil der Baugrund nicht als steife,
sondern als elastische Unterstiitzung oder Einspannung wirkt!). Das Kriechen
solcher Konstruktionen ruft die Zeitverinderungen der Innenkrifte hervor.
und zwar zum Unterschied von den homogenen Konstruktionen auch dann,
wenn keine Verinderung des statischen Wirkens oder keine Stiitzenverschie-
bung entsteht. Diese Umlagerungen beeinflussen hauptsichlich die Rif3sicher-
heit und die Durchbiegungen.

Manche Teillésungen wurden schon von zahlreichen Forschern gegeben ?).
Trotzdem sind aber noch viele Aufgaben ungeldst geglieben. In diesem Auf-
satz wird die vollig allgemeine Losung des Problems erklirt, die vom Autor
schon 1961 [2] und 1962 [3] angedeutet wurde. Sie wird hier besonders mit
Riicksicht auf die Verwendung der elektronischen Rechenmaschinen vorgelegt.

Die Annahmen iiber das Kriechen

1. Die Dischingersche Annahme. Diese vereinfachende Annahme setzt den
linearen Verlauf des Betonkriechens voraus, bei welchem die Dauerlast die

1y Zur ersten Gruppe gehéren z. B. die im Freivorbau hergestellten Konsolbriicken,
die aus Fertigteiltragern (evtl. unterschiedlichen Alters) hergestellten Roste und Durch-
lauftrager, die Tragwerke aus Fertigteiltrigern, welche mit der oberen Ortbetonplatte
zusammenwirken, die sukzessiv betonierten Konstruktionen, wie z. B. am selbsttragenden
geschweillten Bewehrungsskelett, die in eine dltere steife Grundung eingespannten Beton-
behélter usw. Zur zweiten Gruppe gehéren z. B. die Schriigseil- und Héngebricken mit
Betonbalken, die Beton-Stahl-Verbundtriiger, die Tridger aus vorgespanntem Beton, die
Bogen mit Zugband u. a.

2) Z. B. die Lésungen des nichthomogenen Querschnitts der homogenen Konstruktion,
der Schrigseilbriicke, des Bogens mit Zugband, der einfach statisch unbestimmten Kon-
struktion mit der vereinfachten Verinderung des Betonalters u. a.
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gesamte plastische Forminderung im Zeitabschnitt von ¢=0 bis ¢ bewirkt, die
dem KriechmaB ¢ () proportional ist [4], wobei ¢ (t) eine im vorhinein gegebene
stetige, wachsende Funktion der Zeit ¢t mit dem endlichen Limit ¢ (o0) fiir
t — oo darstellt. Die Zeitverinderung des E-Moduls kann man hierin einbe-
ziehen, so daB F als konstant (federnder E-Wert) angenommen werden kann [4].

2. Die Kriechaffinitit. Um die Konstruktionsnichthomogenitit auszu-
driicken, wird die Voraussetzung gemacht, dal die Kriechkurven ¢, (t) fiir die
Teile r mit verschiedenem Betonalter ¢, miteinander affin werden in der Weise,
daB die Affinitidtsachse parallel zur Zeitachse wird und daBl die Werte ¢, (2)
fiir den Ausgangszeitpunkt ¢=t, und fiir { — co unverdndert bleiben (Fig. 1).

plt), ol
pla) = @ (@) x=0 Aftinitdtsachse

$——

) Fl=)

s~ o
/o0

te Flg. 1.

Wihlt man eine gewisse Grundkriechkurve ¢ (¢), wo ¢ ungefihr das mittlere
Alter ausdriicken soll und bezeichnet man als ¢(t)=¢(t)—¢(4), (1) =
=@, (t) — ¢, (t;), kann man schreiben

=(,’(_JT(OO) — Pr (Oo)‘P(OO)_(P(tkr) (1)

¢ (1) = g (1), K @ (o) @(0) @(0)—@(t)’

wo ty, das zu ¢, entsprechende Ausgangsalter verschiedener Teile » bedeutet
(Fig. 1). Der Wert « wird bezeichnet als Koeffizient der Kriechsaffinitit fiir
den Teil r. Die Kriechaffinitit des Betons ist mathematisch genau erfiillt fiir
@ (t)=@(0) (1 —e~%). Fiir den anderen Verlauf von ¢ (t) gilt die Gl. (1) nur
approximativ, jedoch kann man den Fehler vernachlissigen. Das Grafikon
der Werte « fiir ¢ (t)=¢(c0) V1 —e~v7 ist in [3] und [2] gegeben. Weil der
Zeitverlauf von E mit ¢ (t) angenihert affin ist, stimmt die Kriechaffinitit gut
mit der Annahme von konstantem E-Wert iiberein.

Fiir Beton gleicher Zusammensetzung gilt ¢, (00) =g (c0). Bei der Biegung
der Stahlbetonquerschnitte sind die plastischen Querschnittsdrehungen infolge
der Riflbildung in der Zugzone bedeutend kleiner als bei der Biegung unter
Druck oder Vorspannung, wie folgende Beziehung zeigt

(P(OO) Va Eb H
~1+-2 2~ 3bis 6, [4].
(Pr(w) Vb Ea []
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Das langjahrige Kriechen des Stahls ist im Verhiltnis zum Betonkriechen
unbedeutend und demzufolge kann man fiir Stahl « ~ 0 einsetzen. Die elasti-
sche Unterstiitzung oder Einspannung im Baugrund kann man auBer durch
den Elastizititsmodul approximativ auch durch den von der Bodenart
abhingigen Wert « charakterisieren (z. B. Sand und Kies x ~ 0).

Als bezogenes Schwinden é,. (t) des Betons vom Alter ¢, im Zeitabschnitt
von £, bis ¢ leitet man ein

0
€-schw,. (t) = Kesc’lwv() - (t)

@ ()

3. Die Reduktion der Zeit. Die Witterungswechsel im Verlauf der Jahres-
zeiten beschleunigen oder verlangsamen das Kriechen und Schwinden des
Betons. Man kann das ausdriicken, wenn in ¢ (¢} anstatt der tatsdchlichen
Zeitabschnitte die reduzierten Zeitabschnitte eingesetzt werden. Im Sommer
setzt man die p-fachen, im Winter die (2 —p)-fachen und im Friihling und
Herbst die 1-fachen der tatsichlichen Zeitabschnitte ein, wobei ungefihr
p=~13 bis 1,7 ist. Die Witterungseinfliisse rufen die Krifteumlagerungen
nur bei der Konstruktion aus verschieden altem Beton hervor und demzufolge
ist die Reduktion besonders bei der Bestimmung von x mit Hilfe von ¢ (£, ) und
@ (t,) wichtig. Die vorgeschlagene Reduktion aller Kriechkurven ¢, (f) im glei-
chen Verhiltnis stimmt mit der Annahme der Kriechaffinitit iiberein.

Die Problemlésung

4. Die transformierte Konstruktion. Wir bezeichnen als transformierte Kon-
struktion (oder Korper, System) solche elastische Konstruktion (Korper,
System), die mit der gegebenen geometrisch identisch ist, aber anstatt der
Elastizitatsmoduln £ und der Poissonschen Zahlen p (und G=}E/(1+pu))
die Moduln E’= E/«x und die Zahlen p" (und G" =% E'/(1 +u’)) besitzt. Dabei
bedeutet p’ das Verhiltnis der plastischen Querkriechdehnung zur Léngs-
kriechdehnung, welches allgemein von u verschieden angenommen werden soll.

5. Die Formdinderungsgleichungen des Kérpers. Die Losung des Spannungs-
zustandes eines nicht homogenen isotropen Korpers wird durch die bekannten
Differentialgleichungen des Gleichgewichtes, den Kompatibilitdtsgleichungen
und durch die geometrischen Gleichungen beschrieben, zu denen die Form-
dnderungsgleichungen hinzuzufiigen nétig ist, die man in folgender Form ablei-
ten kann [3].

de, (1) do,(t) dao,(t) do,(t)

= — — —u t
E dq—) d¢ I d‘}_) fJ’ dq‘) +Kax(t) I8 qu()
o €schw-~(oo) 2
m Ka'z(t)+EK—~——q)(OO) ) (2)
Ay (1) A7y (8) '
E Zlé =2(1+p) d‘;_) +2(14p) Ty, (1),
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Die Aufgabenstellung muf8 noch mit den Randbedingungen des Kdorpers, der
Belastung insgesamt, und mit ihren Anfangsbedingungen fur ¢=¢¥, erginzt
werden. In der Gl. (2) bedeutet e, (), ., (t),... die bezogene Dehnung und
Winkeldrehungen im Zeitpunkt e, (), ¥, (t), . . . die Normal- und Schubspan-
nung in #; k=x(x,¥,2) den Koeffizient der Kriechaffinitit als Funktion der
Koordinaten z,y,z Als Folgerung der Linearitat der Gl. (2) gilt das Super-
positionsprinzip, welches auch fiir die von verschiedenen Zeitpunkten wirken-
den Belastungen giiltig ist.

Man kann zeigen, daB die Partikularlosung o,,,7,,,,... der Gl. (2) fir
stindige Belastung ein konstanter Spannungszustand ist, der als elastischer
Spannungszustand des transformierten Korpers fir die gegebene Belastung

und fiir die bezogenen Schwinddehnungen von der GréGe xf’%(%(.%) bestimmt

werden kann [3]. Aus dem rheologischen Gesichtspunkt bedeutet die Parti-
kularlosung den Spannungszustand auf einem Korper aus der rein viskosen
Fliissigkeit. Den gegebenen Anfangsbedingungen entspricht als Lésung der
Verlauf der Spannungen, die sich aus den Ausgangswerten sukzessiv den den
Werten ¢ (c0) entsprechenden Endwerten néhern. Diese Endwerte liegen ge-
wohnlich zwischen der Anfangs- und Partikularlosung.

6. Der Substitutionssatz. Setzt man u'=p und vernachlissigt man die
Volumenkrifte, so bestimmt man durch Vergleich des ganzen Gleichungs-
systems fiir das Kriechen samt den Gl. (2) mit dem bekannten Gleichungs-

system fiir den elastischen Zustand, da das erste System aus dem zweiten

1 d 1 €schuw (0)
Eﬁ+ﬁ),ewhw(oo)durchx #(0) s Ogs Tayseee

durch o, (t), 74y (8), . . . €4, ¥ays -+ . durch €, (£),y4 (¢), . .. und die Verschiebun-
gen und Drehungen durch ihre Ableitungen nach ¢(¢) ersetzt werden, was
auch fiir die Randbedingungen gilt 3).

7. Die Formdinderungsgleichungen der Konstruktion. Fiir die verinderlichen
statisch unbestimmten GréBen X, (f),..., X, (f) der Konstruktion K kann
man folgendes System ableiten [2, 3]

nodX;(h) &, , ds,(t)
];18“ i +]_§18,.,-X,.(t)+8£(t)+ i

entsteht, wenn darin % durch (

+8.;chw,-=0a t=1,...,n. (3)

Hier bedeutet 8;; bzw. 8}; die elastische Forménderung des statischen Grund-
systems der gegebenen bzw. transformierten Konstruktion von der Belastung
X,=1 im Sinne der GroBe X, (t) und 3}(t) bzw. §;(t) bzw. Bgoms, die Form-
dnderung des Grundsystems der transformierten bzw. gegebenen Konstruktion
von der gegebenen #ufleren Belastung bzw. von den bezogenen Schwinddeh-

3) Diese Substitution ist allgemein giiltig, man muf} aber beachten (z. B. bei Schalen),
daf sie nur in den in den Innenkraften ausgedriickten Gleichgewichtsgleichungen oder
in den Formé#énderungsgleichungen zwischen Innenkriften und Forménderungen durch-
gefiihrt werden darf, nicht aber z. B. in der Endgleichung zwischen den Forménderungen
allein (einer Schale oder Platte) u. a.
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nungen xfi"'ioéi) im Sinne der GroBe X; (¢). Mittels 5;;, 8; und 8y, wird
der Einflu} der Nichthomogenitit, der elastischen Unterstiitzung oder Ein-
spannung im Baugrund und des mit dem Kriechen verbundenen Schwindens
eingeleitet 4).

Fir die Konstruktion mit nicht homogenen Querschnitten kann gezeigt
werden [3], daBl die Gl. (3), zum Unterschied von der nicht homogenen Kon-
struktion mit homogenen Querschnitten, nur approximativ nach Vernach-
lassigung gewisser Ausdriicke gilt.

8. Das statische Grundsystem. Es kann nicht nur statisch bestimmt, sondern
auch statisch unbestimmt gewihlt werden, aber nur im Falle, daB es sich um
ein zwingungsfreies System handelt, dessen plastische Forminderungen zu
@ (t) proportional sind. Das Grundsystem ist zwingungsfrei, wenn seine Teile
homogen sind und freie Forméanderungen durch Schwinden méglich sind.

9. Die allgemeine Lésung fir die stindige Belastung. Fir diesen Fall gilt

8; (t)=8; = konst. und d—{zfg:& Die Gl. (3) bildet dann ein System von =
simultanen linearen, nicht homogenen Differentialgleichungen erster Ordnung
mit konstanten Koeffizienten fiir die unbekannten X; () als Funktionen von
@ (t), d.h. zusammengesetzte Funktionen von ¢. Die allgemeine Losung ist

(2,3]
n
X;(0) =X+ CkPeh0, 4 j=1,...,n. (4)
=1

Die Konstanten X; bedeuten die Partikularlosung, die durch das System
n
glsg,. Xip+0j+3gpuy, = 0 (5)

gegeben ist und stellt also den Spannungszustand der transformierten Kon-
struktion fiir die gegebene Belastung und die bezogenen Schwinddehnungen

o Zerel) g

@ ()

Die Zahlen A, .. .,A, sind die Wurzel der algebraischen charakteristischen
Gleichung n-ter Stufe, die mit der Determinante (3;;A+8;;)=0, (i,j=1,...,n)
bestimmt wird. Wenn J; ihre m-fache Wurzel ist, mul man in die GI. (4) anstatt
e%%® nacheinander eMe), G (t)eN®®, .. & (t)m-1eM% einsetzen, was aber nur
dann gilt, wenn die Determinante n —1 linear unabhingige Zeilen hat. Im
negativen Falle hingen einige X;(f) von weniger als n willkiirlichen Kon-
stanten ab. Jedem Werte A; entsprechen n Werte £{,...,%», welche man
als proportional zu den 1,(—1)},... (—1)*1-fachen Subdeterminanten irgend

4) In 8j(s) muB man auch den Einflu} einer eventuellen Vorspannung einbeziehen.
Wenn sich die Querschnittsmomente von Dauerlast mit den Momenten von den Quer-
schnittsvorspannkriften annishernd eliminieren (kleine Differenz von grofien Zahlen),
muB man die Méglichkeit der Abweichungen (etwa um + 5 bis + 15 9,) in der Gréfle der
Vorspannkrifte rechnerisch durch Berechnung beider Grenzfiille beachten.



892 ZDENEK P. BAZANT Val

einer Zeile findet. Die Konstanten C; werden den Ausgangswerten X (f) (oder
bzw. den Endwerten X, (c0)) gemiB bestimmt, mittels denen der Einflu§ der
Stiitzenverschiebung, der Verinderung des statischen Wirkens bei den ver-
pbundenen Fertigteil-Systemen, der Vorspann-Grole u. a. ausgedriickt wird ®).

Wenn die Belastung in ¢ (f) expotential verdnderlich ist, kann man auch
eine einfache Losung geben [3].

10. Die numerische Integration und Anwendung der elektronischen Rechen-
maschinen. Wenn die statische Unbestimmtheit grofler als 2 bis 3 ist, kann
man bequemer das System (3) mittels sukzessiver numerischer Integration
16sen, die man einzeln fiir die verschiedenen Ausgangszustéinde durchfiithren
muB. Den Wert @ (00) verteilt man auf m, Abschnitte 4 ¢, durch deren Ver-
kleinerung beliebige Genauigkeit erzielt werden kann. Dem System (3) ent-
sprechen die Differenzengleichungen

n ..
3 8y A XD +(3 84 Xy + 8™ + 80 ) A+ AtV = 0, 4,j=1,...,0, (6)
j=1 j=1

die ein System von n linearen Gleichungen mit der Matrix [3;;] fiir die Ver-
inderungen 4 XY im entsprechenden Abschnitte 4 g™ +! bilden. Hier bedeu-
tet X{» den Endwert von X,(¢) im vorhergehenden Abschnitte 4 ¢™. Den
Ansgangswert fiir den folgenden Abschnitt 4 @™+V erhidlt man als Xm+)=
= XM + 4 X¢n+D (Tafel 1). Umgekehrt ist es auch moglich, aus den verlangten
Endwerten riickwiirts die erforderlichen Ausgangswerte zu errechnen, die in
die Konstruktion wiahrend des Bauvorgangs eingefithrt werden miissen. Mit
Hilfe 4 X kann man auch die Formanderungen nach der Gl. (12) errechnen.

Dieser Integrationsvorgang hat die allgemeine Giiltigkeit fiir alle elastischen
Aufgaben, z.B. fir die Platten, Korper u.a. Die Verinderung 4.8 von der
Innenkraft § (Biegungsmoment, Spannung usw.) im Abschnitt 4 ¢ ist gleich
den Innenkriften, die auf der gegebenen elastischen Konstruktion von den
inneren Verformungen D;4 & und von den Schwinddehnungen « 4 &, hervor-
gerufen werden und zu denen man noch den EinfluB der Verinderung duBlerer
Belastung addiert. D, bedeutet die zur Innenkraft S auf der transformierten
Konstruktion entsprechende innere Verformung. Die numerische Integration
iberfiihrt also das Kriechproblem auf die elastische Aufgabe. Alle Aufgaben,
die fiir beliebige innere Verformungen auflésbar sind, kénnen auch fiir nicht
homogenes Kriechen und Schwinden gelost werden.

5) Als spezieller Fall fiir k=1 ergibt sich die Losung der homogenen Konstruktion
oder Korper. Fir d 8;/d ¢ =0 kann man aus der Gl (3) ableiten (2, 3]
dX;(t)
a¢

+X: () = Xip, >X: () = Xi () +[Xip— X (te)) (1 —e~Tt)y,

Analoge Gleichungen ergeben sich auch firr die Spannungen oz (f), 72y (£) des Korpers,
bei welchem u’~u ist.
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Tafel 1. Das Programmschema fiir die numerische I ntegration von X, (t)

ANFANG

Y

0w Ko xp ]

g

B = B+ 3+, |

{4 X} = (8,1 5 g+ 45+ |

}

{A X(im+l)} — {X(zm)} + {A X%m-kl)} j

}

Druck {Xn+D} |
!
¢(0)

m<m0(=T ) -------------- »| ENDE

m+1—->m j2

A

hsi]

Bei dieser Losung ist es vorteilhaft, da sich in jedem Abschnitt 4@ die
Losung des elastischen Systems mit derselben Matrix [3;;] wiederholt. Darum
wird die Form (6) sehr geeignet fiir die Berechnung auf der elektronischen
Rechenmaschine, besonders wenn die Losung fiir mehrere Ausgangszustinde
bestimmt werden soll. Die Kehrmatrix [8;;]7! wird gewdohnlich friiher bei der
Berechnung der EinfluBlinien gefunden und steht hier also schon im vorhinein
zur Verfiigung. Das Programm fiir die numerische Integration besteht aus
einer Reihe der Programme fiir die elastischen Aufgaben. Die Einleitung des
Begriffs der transformierten Konstruktion ermoglicht weiter auch die Koeffi-
zienten 8;;, 8}, 8y, mit Hilfe der schon vorhandenen Programme fiir die
elastischen Konstruktionen automatisch zu errechnen. Die vorliegende For-
mulierung gibt also die Moglichkeit einer voll automatischen Berechnung der
Kriecheinfliisse, was nicht nur die Beschleunigung und Zeitersparnis bedeutet,
sondern auch die Moglichkeit der Beurteilung vieler Ausgangszustiinde bietet.
Einerseits wird die automatische Berechnung der Kriecheinfliisse noch vor-
teilhafter als fiir die elastischen Fille, denn hier wird dieselbe elastische
Losung vielfach wiederholt, so daB das Programm mehrfach ausgeniitzt wird.

11. Andere Niherungslosungen. System (3)- kann man auch lésen in der
Form einer Potenzreihe

X,0) = X, (h)+ 3 Xy, ™)
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Die Konstanten Xj @ erhélt man fiir den gegebenen Ausgangszustand suk-
zessiv aus den folgenden Gleichungssystemen [X;0=X; ()]
n ~ 12 ~ 1 do—1 s dx
z ' X, Z | —— (8 ——9; =0,
j§18ij XJ' (o) + aj[:.:lsi.’i XJ (a—1) + ! [d ¢a—1 (81 + 8@chw,) + d (’3& 81, s (8)
i=1,...,m, a=12,...

wieder mit gleicher Matrix [3;], wobei fiir o> 1d*18.,,,/d ¢ 1=0 wird. Bei
stindiger Belastung werden auch iibrige Ableitungen null. Auch diesen Vor-
gang kann man verallgemeinern fiir alle elastischen Aufgaben.

Eine grobe Naherungslosung bietet die Idealkonstruktion mit den idealen
Moduln o
‘ E ptp k@l
. = ()=,
was aus der Annahme eines unverinderlichen Spannungszustandes resultiert.
Man erhilt (3, = konst.)

il[sif“'séj?_) O X; () — X 8; X; () + (8; +Bienu) B (1) =0, i=1,...,m. (9)
=

m
1=

Sind die Endwerte X (c0) gegeben und sucht man die erforderlichen Ausgangs-
werte X (4;), dann ist die Matrix der Gleichungen wieder durch [3;;] gegeben.
Man kann beweisen, daB diese Losung zwischen der Anfangs- und Partikular-
losung liegt [3].

Fiir das System, das approximativ auf einfach statisch unbestimmtes
System vereinfacht werden kann, gilt die Naherungsformel

8;, -
X, (0% X500+ (0= X, 1) (1 - 87). (10)

12. Das Variationsprinzip. Der Zeitverlauf des Spannungszustandes kann,
wenn man in den Gleichgewichtsgleichungen die Volumenkréfte vernachlissigt,
mit dem Prinzip vom Minimum des Formanderungswiderstands folgenderweise
formuliert werden: Aus allen Gleichgewichtszusténden des Korpers im Zeit-
punkt ¢ entsteht ein solcher, bei dem der Forminderungswiderstand @ (¢) ein
Minimum hat [3]. Fir einen Korper gilt das Prinzip nur fiir @' mup, fiir eine
Rahmenkonstruktion gilt es allgemein. Den Forménderungswiderstand defi-
niert man als den Funktional @ (2)

411 (1)
i3

D) = + 1T (8) + Iy () - (11)

Hier bedeutet T (¢) bzw. IT (t) das elastische Potential, IT,,, (¢) die Arbeit der

inneren Krafte auf den bezogenen Schwinddehnungen o Sechu ()

() Fir Korper
folgt nun
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& (1) =Hf{(%_)ﬂ)ﬁ{gg(t)ﬁuog(t)%og(t)
0

—2u o, (t) o, () +0, (£) o, (1) + 0, (t) o, (B)] (11a)
+2(1+p) [72, (8) +72, (1) + 72, (OT)

+o, () +0, () +a,(t)]« %’%S)i)}dx dydz

und fiir Konstruktion mit den Innenkriften M (¢),. ..

Cd [1[ME() N2 aTE(H)
20 = 52 [3[57 + 55+ “ar )%
K

J VEF T GF
(11b)

J‘I[Mz(t) N2(t)  aTR(t)

ST TEF Y @F
K

€gohap (O0)
]ds+ N(t) el ds.
1! @ (o)

Bezeichnet man die Funktion hinter dem Integrationszeichen in Gl. (11a) als
den spezifischen Forménderungswiderstand f (t), dann kann man finden

of(t) _de (t) Of(t) _ dyay(t)

do, de ’ 074y de

e

13. Die Forminderungen. Die Forméinderung 3 (¢) einer statisch unbestimm-
ten Konstruktion im Sinne der statischen Grofle X ist mit der Gleichung

d8(t) = [0 () + ionul G (1) +d3a (?) (12
gegeben. Hier bedeutet §,(t) bzw. §;(t) die elastische, den Innenkriften
M(t), ... entsprechende Forméinderung der gegebenen oder der transformier-
ten Konstruktion im Sinne der GréBe X und 8y, die durch die Schwind-

Eu:hw(d?‘)

dehnungen « hervorgerufene Forménderung im Sinne der GréBe X.

¢ (0)
Die Gl. (12) kann in einfachen Fillen in geschlossener Form, in den kompli-
zierten numerisch oder in einer Reihe integriert werden. Es gilt auch die
ds() _ 99y
dy ox

14. Die Anwendung fir Querschnittslosung. Fiir die Losung eines nicht homo-
genen, aus m homogenen Teilen verbundenen Querschnitts kann man die ange-
filhrten Gleichungen anwenden, denn es handelt sich auch um ein elastisches
System. Man bezeichnet die auf einzelne Teile in ihren Schwerpunkten wir-
kenden Normalkrifte und Biegungsmomente mit N,(¢) und M, (¢). In einer
statisch unbestimmten Konstruktion konnen sie aligemein auch bei stindiger
Belastung veriinderlich sein. Die Krifte M, (¢), N, (t) miissen mit dem dulleren
Querschnittsmoment M (t) und der Normalkraft N (f) zwei Gleichgewichts-
bedingungen erfiillen, und infolgedessen ist der Querschnitt 2(m— 1)-fach
statisch unbestimmt.

Fiir den aus zwei Teilen verbundenen Querschnitt (Fig. 2) wihlt man als
die statisch Unbestimmten z.B. M, (¢), N, (t). Die Forminderungsbedingung

Beziehung
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zur Bewahrung ebener Querschnitte erfordert, daf die Forménderungen des
Grundsystems im Sinne der Groien M,, N, null werden. Weil es sich um ein
elastisches System handelt, miissen die Forminderungsgleichungen die Form
(3) haben. Man kann ihre Koeffizienten einfach mit Hilfe der unabhéngigen,

M, ()

2 O -~ A"
OD}ET 22 - Nf)
R = 1 - Ma(1)
_ L] ___“@ —J=

L lp N N Noit)

0' _._ Schwerlinie des gegebenen Querschnitts (E4 Fy,EpFp)

Fig. 2.

O _._ Schwerlinie des transformierten Querschnitts (£} Fy,EpFp)

die zwei Gleichgewichtsbedingungen erfiillenden Zusténde des gegebenen und
transformierten Querschnitts bestimmen. Thre Werte sind ¢)

5 - 1 + 1 5 ___ ¢
1MM ElJl E2J2’ 1MN E2J2’
1 e? 1
Py = F*%J*EE’
, Ky , €Ky
MM = El‘] EzJ ’ 1MN = *.Esz’

K CK K.
1 2 _ "2
+

NN = E1F+EJ E,

dM dN(t 1
wm (@) =—-[M@)—-N (%]E’J ( dcﬁ(t)_ d(l'?()az)Esz’
Sl = [MO)-NOalg s -NO 75

240 dN(t)a e AN 1
d¢ ~ do B, dep EF

wo Jy, J, die Tragheitsmomente, ¢,, i, die Trigheitshalbmesser und F,, F,
die Flichen der einzelnen Teile bezeichnen. Fiir die unverinderliche Belastung
M, N kann man die Partikularlésung finden ¢)

" M+Nc'+‘””—"g”§;i’(e;ﬂ Fi+e,B,F)
1p = 1,
! i34 +E2Fz Kl( 2+e3?)

(14)

8) Als spezieller Fall ergibt sich hieraus sehr einfach die Losung des Verbundquer-
schnitts Beton-Stahl (als Limite der angefiihrten Ausdriicke fitr xa — 0, x1 — 1, e{— —e,
e;—> 0, ¢’ — —e3) oder des vorgespannten Querschnitts (als Limite fiir xz — 0, x; — 1,
t2—> 0, Ja—> 0, e3> 0, e] > —e, ¢’ - —e2) samt den Spannungsverlusten. Freilich kann
man auch eine analoge direkte Losung durchfiihren (siche [3]).
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Eschw(w) K1
. 6'1+N+ ) (1——)E F,
152 Y .

E1 Fi o

(14)

15. Andere Anwendungen. Wir zitieren hier nur: Der Querschnitt mit stetig
verteilter Nichthomogenitit, der zylindrische Betonbehilter, die in zwei
Richtungen vorgespannte Platte usw. [3].

16. Die Bedeutung der Kriechaffinitit. Die Bedeutung liegt darin, daf die
Koeffizienten 3;;, 8], 8., konstant sind, womit die Losung wesentlich verein-
facht wird. Wenn jede Kurve ¢, (t) eine beliebige, mit ¢ () nicht affine stetige
wachsende Funktion wiirde, gelten die Gl. (2), (3), (8), (10), (13) unverindert,
aber die Koeffizienten «, 8;, 8;, 8, wiirden dann zeitverdnderlich sein.

17. Weitere Entwicklungsméoglichkeiten. Die gezeigte Losung ist die moglichst
allgemeine Losung in den Grenzen der Dischingerschen Annahme, deren Ein-
fachheit den mathematischen Vorgang bis zum Ziel zu bringen erméglicht hat.

Jedoch ergibt die Losung nur ein anndherndes Bild der Wirklichkeit. Die
Moglichkeit einer besseren Niherung liegt in der Wahl der Konstanten @ (o0)
und «, welche man durch verschiedene Werte fiir verschiedene Fille vor-
schreiben konnte, und « bei der numerischen Integration auch fiir verschiedene
Zeitabschnitte und Kraftgrofen (Nichtlinearitidt; das Superpositionsprinzip
gilt dann nicht). Noch eine bessere Niaherung kénnte theoretisch die allge-
meine lineare Kriechtheorie bieten [1], wobei zwei unabhiingige Verénderliche
— Zeit und Alter — erwogen werden. Dann aber wiire der Verlauf der Koeffi-
zienten §;, ... leider im vorhinein nicht gegeben, sondern wiirde von dem
vorldufigen Verlauf der Innenkrifte abhiingig sein, was praktisch uniiber-
windliche mathematische Komplikationen brichte.

Schlufiwort

Die praktischen Berechnungen zeigen, dal bei manchen modernen Beton-
konstruktionen die Einfliisse des Kriechens und Schwindens sehr bedeutend
sein kénnen. Deshalb muBl man beim Entwurf danach streben, die ungiinstigen
Einfliisse zu vermindern und, wenn es moglich ist, auch die Kriecheinfliisse
auszuniitzen?). Fiir die Berechnung von komplizierteren Fillen kann man
vorteilhaft die elektronischen Rechenmaschinen verwenden, was durch Uber-
filhrung der Aufgabe auf die Reihe der Losungen elastischer Konstruktionen
mit Hilfe der Einleitung des Begriffs von transformierter Konstruktion
ermdglicht wurde.

7) Die beeinflussenden Faktoren sind: der Konstruktionstyp, das statische System,
die Verteilung der Steifigkeiten, das Verhiltnis der stindigen zur zufilligen Belastung
und zur Vorspannung, die Stiitzenverschiebungen, der Bauvorgang, das Betonierungs-
tempo, die Eigenschaften des Betons, der Anteil der Bewehrung, die Jahreszeit der
Betonierung, die Witterungsverhiltnisse und die Rektifikationen.
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Zusammenfassung

In der vorliegenden Arbeit wird die ganz allgemeine, fiir die elektronischen
Rechenmaschinen geeignete Theorie des Autors fiir die Losung der Kriech-
und Schwindeinfliisse bei den nicht homogenen Konstruktionen aus Beton
und Stahl oder aus Beton verschiedenen Alters entwickelt.

Summary

In this paper a general theory for the solution of the creep and shrinkage
influences in non-homogenous structures of concrete and steel or of concrete
of different ages is developed. It is quite suitable for use with electronic
computers.

Résumé

Cette contribution a pour objet de présenter une méthode tout & fait géné-
rale de calcul des influences du fluage et du retrait dans les constructions
mixtes acier-béton ou en bétons d’ages différents. Cette méthode se préte trés
bien 4 P'emploi de calculateurs électroniques.





